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Resumo. 4 disciplina Matematica Avangada lecionada no Programa de Pos-Graduagdo em
Engenharia Mecanica (PPGEM) na Pontificia Universidade Catdlica do Parana (PUCPR),
consiste de um extenso conteudo programdtico onde um dos topicos é o ensino de Equagoes
Diferenciais. Com o objetivo de dinamizar as aulas e motivar os alunos o professor fornece as
ferramentas bdsicas para a solu¢do analitica das equacgoes diferenciais parciais (quando
possivel) e os alunos sdo instigados a buscar e propor outras ferramentas analiticas ou
numéricas para resolver as equagoes diferenciais comparando-as, interpretando e fazendo novas
conjecturas sobre os resultados obtidos. Este artigo apresenta as reflexoes dos autores sobre a
necessidade de integrar as disciplinas, levando em conta a formagdo de um aluno engenheiro
inserido no contexto socio-econéomico e politico atual.

Palavras-chave. equacées diferenciais parciais, métodos analiticos, métodos numéricos,
educacdo matematica, condugdo de calor

1. INTRODUCAO

No meio académico ¢ usual discutir sobre as emergéncias atuais da formagdo do engenheiro
situando-o no contexto socio-econdmico e politico. O mercado de trabalho exige engenheiros
aptos para trabalhar com novas tecnologias e criativos para desenvolver novos produtos. Entre as
varias competéncias e habilidades citadas em diferentes trabalhos encontra-se de forma repetida,
a visdo de que esses engenheiros devem ter:

(1) Conhecimento cientifico e técnico para acompanhar a evolugdo tecnolégica;

(i1) Conhecimento humanistico para assumir desafios sociais;

(ii1) Conhecimentos administrativos gerais que possibilitem atuagdo empreendedora e gerencial;
(iv) Conhecimentos basicos para alicercar a sua formagdo continuada.



Assim, deve-se refletir sobre os pressupostos teorico-metodologicos que devem ser adotados
em sala de aula para alicercar propostas inovadoras de formacdo, para que o aluno engenheiro
esteja apto a enfrentar o mercado de trabalho que esta em constante transformagao.

Os diretores e coordenadores dos cursos de Graduagdo e Pds-Graduacdo em Engenharia
estdo diante de desafios para compatibilizar as exigéncias de formagdo de um novo profissional.
Exigéncias do mercado de trabalho, que deseja receber profissionais com uma sélida base de
conteudos e com experiéncias de situagdes praticas. Assim, os professores devem aliar a teoria e
a pratica, o que requer um repensar de todo o processo ensino-aprendizagem. Tradicionalmente
os cursos de Engenharia sdo formados por disciplinas basicas e especificas que em geral nao
requerem um comprometimento com a pratica (Flemming, 2002).

Através de um olhar didatico parece natural que o professor busque alternativas para melhor
compreensdo e motivacdo do conteido matematico onde o proprio aluno possa formular
problemas e elaborar modelos matematicos a partir de situagdes reais, selecionar as variaveis,
equacionar e entender os conceitos envolvidos, familiarizando-se com os mesmos, resolver e
obter solugdes analiticas (quando possivel) e numéricas comparando-as; interpretar os resultados
bem como fazer simulacdes e conjecturas. Este ¢ um dos principais desafios na era da
informagao.

Assim, € necessario que o professor estimule o aluno a construir o seu conhecimento de
forma autonoma, a partir de suas descobertas, As experiéncias vivenciadas pela autora deste
artigo ao ministrar um dos topicos da disciplina Matematica Avangada sdo apresentadas no
decorrer deste trabalho. A disciplina Matematica Avancada faz parte do nucleo de disciplinas
fundamentais do Programa de P6s-Graduagao em Engenharia Mecanica e todos os alunos devem
cursa-la. Assim, a constante busca de motivagao para o processo de ensino-aprendizagem nos faz
refletir e questionar sobre as ferramentas didaticas mais adequadas.

2. CONCEPCOES PEDAGOGICAS

Como na Matemadtica a validade das idéias ¢ demonstrada através de raciocinios rigorosos,
ha quem coloque em duvida a possibilidade de inovar o ensino das disciplinas que envolvem
Matematica. As reflexdes quanto as possibilidades de mudanca pedagodgica com referéncia a
Matematica indicam a necessidade de repensar alguns pontos, por exemplo: a relagdo do aluno
com a disciplina, a sua participagdo em sala de aula considerando-se os aspectos afetivos e
cognitivos, como também o enfoque dado a Matematica para que ela se torne objeto de
conhecimento e saber — pessoal e interpessoal dos alunos. O ambiente que se propde a este tipo
de acdo pedagogica deve ser um ambiente positivo que encoraje os alunos a propor solugdes,
explorar possibilidades, levantar hipoteses validando suas proprias conclusoes.

O conhecimento matematico deve ser o resultado da constru¢do humana em sua interagao
constante com o contexto natural, social e cultural. Assim, a Matematica ndo serd uma ciéncia
imutavel e se transformard em uma disciplina em que novos conhecimentos sao produzidos para
resolver problemas cientificos e tecnologicos, gerando saber para construir a cidadania (Cercal et
al.,2003).

Como afirma D’ Ambroésio (1996) até as respostas “incorretas” devem constituir a riqueza do
processo de aprendizagem e devem ser exploradas e utilizadas de maneira a gerar novo
conhecimento, novas questdes, novas investigacdes ou um refinamento das idéias existentes, o
que se deve exercitar constantemente.



3. APLICACAO PRATICA

Para propiciar uma aprendizagem eficiente na disciplina Matematica Avangada, o ensino se
da através da elaboracdo de trabalhos pelos alunos. A aula sempre comega com uma exposicao do
professor, onde sdo apresentados os conceitos necessarios de equacdes diferenciais para o estudo
e solucdo de alguns problemas. Existe um cardter explicativo ja que as informagdes sdo passadas
pelo professor, porém este promove o questionamento por parte do estudante.

Nessa ocasido o aluno deve ser consultado sobre seus interesses, para que os problemas que
serdo propostos na etapa seguinte sejam significativos e gerem maior motivagdo para os alunos.
A proxima etapa do processo ¢ quando o professor solicita que cada aluno pesquise e proponha
um problema fisico cuja modelagem matematica resulte em uma ou um sistema de equagdes
diferencias, que serdo resolvidas através de métodos analiticos (se possivel) e métodos
numéricos.

Apbs a exposi¢do do professor, os alunos passam para a etapa de buscas de informagdes, isto
¢, de pesquisa extra-classe O professor agora ¢ apenas um mediador do processo podendo até
mesmo disponibilizar os materiais necessarios ao estudo e estimulando outras buscas. O aluno
pode trabalhar de maneira individual e/ou em pequenos grupos. A interagao aluno-aluno e aluno-
professor tem um carater extremamente relevante no processo de ensino-aprendizagem. O aluno
pode interagir com os outros através da colaboragdo mutua, e o professor pode oferecer niveis de
ajuda compativeis com as necessidades de cada aluno.

E neste momento que se enfatiza a importancia da utilizagdo de problemas relacionados &
pratica profissional. Na ultima etapa do processo os alunos apresentam seus trabalhos para os
demais colegas promovendo assim discussdes tematicas, trocando idéias sobre os conhecimentos
obtidos.

De acordo com a Teoria de Vygotsky (1999), o aluno inicialmente reflete sobre os problemas
apresentados, trata as informacdes que possui, € soluciona-os de acordo com os problemas
resolvidos anteriormente € com os conhecimentos que ja possui. Posteriormente o aluno deve ser
capaz de resolver novos problemas cujas solu¢des ndo podem ser obtidas com os conhecimentos
que ja possui e, entdo, deve buscar novos procedimentos, tendo solugdes criativas.

Observa-se que o professor atua como um mediador no processo educativo e, de acordo com
as tarefas por ele propostas, tem-se um modelo de aprendizagem produtiva. O professor orienta o
processo educativo e formativo, cabendo-lhe propor situa¢des-problema que visem a atender as
necessidades sociais, que estejam coerentes com o contexto historico e cultural vivenciado pelo
aluno engenheiro e que estejam relacionadas a pratica profissional. Com isso, 0s motivos,
sentimentos e valores estdo sendo formados. Assim, esta metodologia enfatiza os aspectos
instrutivos e educativos, visando a formagao integral do homem (Viana e Menezes, 2001).

O exemplo a seguir apresentado mostra como a interdisciplinaridade esta presente nas aulas
de Matematica Avancada e como o conhecimento ja adquirido pelo aluno pode ser util na solugao
dos problemas apresentados.

3.1. EQUACAO DIFERENCIAL PARCIAL

Na disciplina Condu¢do de Calor ministrada no segundo semestre do Programa de Poés-
Graduacdo em Engenharia Mecanica, os alunos estudam a equagdo diferencial parcial de
condugdo de calor ou de difusdo de calor (Lei de Fourier)
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em sua forma completa e simplificada, onde t ¢ a varidvel tempo, p ¢ a densidade do fluido, k ¢ a
condutividade térmica, c, € o calor especifico do fluido e T(x, y, z) representa em coordenadas
cartesianas, o campo de temperatura, que ¢ um escalar (Incropera e DeWitt, 1998).

A equacao diferencial (1) ¢ também utilizada na disciplina Matematica Avancada, e neste
artigo uma simplificacdo da mesma sera considerada. Para condi¢des bidimensionais, em regime
estacionario, sem geracdo interna de calor e com condutividade térmica constante, a partir da
equacao (1) a forma da equacao do calor ¢ a seguinte,

o°T o°T (2)
ox? " oy’ =0

Na analise de um problema de conducao de calor existem dois objetivos principais a serem
atingidos. O primeiro ¢ determinar a distribui¢do de temperatura no meio, isto ¢, obter T(x, y) o

. . . oT . N
segundo, ¢ determinar as componentes do fluxo térmico q,”" = - ka— através das equagdes para
n

as taxas de transferéncia de calor.

Os métodos para resolver a equacdo (2) incluem o uso de procedimentos analiticos, graficos
e numéricos (diferencgas finitas, elementos finitos, elementos de contorno ou volumes finitos).

O procedimento analitico envolve a elaboracdo de uma solugdo matematica exata para a
equacdo (2). Esta equacdo diferencial ¢ parcial e embora vérias técnicas estejam disponiveis para
a solugdo de tais equagdes, estas solucdes envolvem, com freqli€ncia, séries e fungdes
matematicas complicadas e podem ser obtidas para um conjunto restrito de geometrias e
condig¢des de contorno mais simples.

Entretanto, tais solugdes possuem um valor consideravel, uma vez que a variavel dependente
T ¢ determinada na forma de uma func¢do continua das variaveis independentes (X, y). Assim, a
solucdo pode ser usada no calculo da temperatura em qualquer ponto de interesse no meio. As
técnicas analiticas sdo extremamente importantes e para ilustrar este fato a solugcdo exata sera
obtida neste trabalho através do método de separagdo de varidveis.

3.2. METODO DE SEPARACAO DE VARIAVEIS

O método de separagdo de varidveis sera utilizado para resolver a equagdo (2) considerando
o sistema da figura (1), onde trés lados da placa retangular permanecem a uma temperatura
constante T;, enquanto o quarto lado ¢ mantido a uma temperatura T, # T,. Introduzindo a
seguinte mudanca de variavel,

T-T, 3)

Substituindo a equagdo (3) na equagdo (2) tem-se,
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Uma vez que a equacdo diferencial é de segunda ordem em x e y, duas condigdes de
contorno sao necessarias para cada uma das coordenadas. Sdo elas

80,y)=0e x, 0)=0
L, y)=0e Gx, W)=1

Trés das quatro condigdes de contorno sdo homogéneas, devido a mudanga de variaveis
descrita pela equacdo (3), e o valor de 0 ficou restrito ao intervalo de O e 1.

y
A Tg, 9=1
T], 9=0 T(X,y) T]: 9:0
0 »
0 » X

T 1 6=0
Figura 1 — Conducéo de Calor bidimensional em uma placa retangular.
A utilizacdo da técnica de separagdo de varidveis implica na suposicdo de que a solucio

pretendida para a equagao diferencial pode ser expressa como o produto de duas fungdes X e Y,

uma dependente somente de x e a outra de y, ou seja, considera-se a existéncia de uma solugao
que tem a forma

Ox.y) = X(x)Y(y), ©)

Substituindo na equacao (4) e dividindo por XY, obtém-se,
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ficando evidente que a equacgdo (6) ¢ separdvel, isto ¢, o lado esquerdo da equacdo depende
apenas de x, enquanto o lado direito depende somente de y. Desta forma, a igualdade na equacao
(6) se aplica somente se ambos os termos forem iguais a um mesmo valor constante.

Identificando esta constante de separagio por A% tem-se
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A equacdo diferencial parcial original fica reduzida a duas equagdes diferenciais ordinarias.
Note que a definicdo de A* como uma constante positiva ndo ¢ arbitraria. Pode-se mostrar que
com a escolha de um valor negativo ou nulo seria impossivel obter uma solu¢do capaz de
satisfazer as condi¢des de contorno especificadas.

As solugdes gerais para as equacdes (7) e (8) sdo, respectivamente,

X =C,cos(Ax)+C,sen(Jx), )
Y=Ce” +C,e” (10)

Utilizando as condi¢des de contorno, encontramos a solugao final,

2 ® (—1)n+1+1 nmx senh(nmy/ L)

O(x,y)=— ,
(x.7) Tl n e L senh(nzW /L) (1)

A equagdo (11) é uma série convergente no qual o valor de 0 pode ser calculado para
quaisquer x e y. A temperatura T que corresponde a um dado valor de 0 pode ser obtida através
da equacdo (3), resultando em,

2T, -T;) z (—1)™1 +1  nmx senh(nzy/L)
=1 n L senh(naW /L)

T(x,y)=T) +

(12)

3.3. METODOS NUMERICOS

Ao contrario dos métodos analiticos, que fornecem resultados exatos para qualquer ponto do
meio, os métodos graficos e métodos numéricos geram resultados aproximados para alguns
pontos discretos. Contudo, uma vez que estes métodos se adaptam a geometrias e condigdes de
contorno complexas, com freqiiéncia eles representam os Unicos meios pelos quais problemas
multidimensionais de conducao de calor podem ser resolvidos.



Numericamente a equagdao (2) serd resolvida neste trabalho através dos métodos de
diferengas finitas e volumes finitos. Uma equagcdo em diferengas finitas adequada aos nds
interiores de uma sistema bidimensional pode ser deduzida a partir da figura (2),.

‘
!
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Figura 2 — Rede nodal em diferencas finitas.

O valor da derivada no ponto nodal (i, j) da figura (2) pode ser aproximada por (Maliska,
1995),

Ox? Ax

i,J

82T] _ OT/ex),,,,,, —OT/0x),_, (13)

Os gradientes de temperatura podem, por sua vez, serem expressos como uma fun¢ao das
temperaturas nodais, isto €,

a_Tj . Ti+1,j_Ti,j (14)
ox i1/2, - Ax ’ (15)
a_Tj _ Ti,j_ i-1,j

ox i1/2,; Ax .

Substituindo as equacdes (14) e (15) na equagdo (13) e procedendo de forma analoga com a
derivada de segunda ordem na dire¢do de y obtemos a partir da equagdo (2), com Ax = Ay, a
equacado algébrica para cada ponto nodal (i, j),

Tijer + Tijg + Tivgy + Ty j—4T:;=0, (16)
Tij=(Tije1 + Tijg + Tivrj + Tig /4. (17)



Assim, a solucao pelo método das diferengas finitas para a equacdo diferencial do calor
reduz-se a uma equacdo algébrica aproximada. O método dos volumes finitos obtém a mesma
solugdo apresentada na equagao (17).

Nota-se nesta equagdo que o valor de T(x,y) ¢ obtido pontualmente em cada no (i, j), isto &,
T(x, y) ¢ obtida de forma discreta. Desta forma, quanto mais refinada a malha numérica, a
solugdo numérica ficard mais proxima da solucdo analitica apresentada na equagdo (12).

Uma vez estabelecida uma malha de pontos nodais e obtida uma equacdo em diferencas
finitas apropriada para cada no, a distribui¢do de temperatura pode ser determinada. O problema
se reduz a solugdo de um sistema de equagdes algébricas lineares. Numerosos métodos estiao
disponiveis para este proposito, e sdo classificados em diretos ou iterativos.

Os métodos diretos envolvem um niimero fixo, pré-determinado, de operagdes aritméticas e
o seu uso ¢ adequado quando o numero de equagdes (numero de temperaturas nodais
desconhecidas) é pequeno. Estes métodos exigem uma grande disponibilidade de memoéria do
computador, bem como longos tempos de processamento. Desse modo, com freqiiéncia, se torna
mais eficiente utilizar técnicas iterativas, caracterizadas por uma reduzida exigéncia de tempo
computacional e especialmente apropriadas quando o niimero de equagdes ¢ grande.

Um outro problema estudado na primeira semana da disciplina de conducdo é o problema
transitorio de um fio dissipando uma poténcia elétrica simples (Incropera e DeWitt, 1998).
Embora a equagdo diferencial obtida seja simples ela serve para ilustrar problemas em que a
solugdo analitica ¢ inexistente e métodos numéricos devam ser empregados. A equacdo
diferencial que deve ser resolvida é:

dT _i*Ro~2Dh(T T, )—ﬂDga(T4 —T;}Z)
dt ,oc(sz2 / 4)
Obtendo-se, a partir da equacao (18), uma solucdo para a variagao da temperatura, T, com

o tempo, t, em termos da corrente elétrica dissipada, i, da resisténcia elétrica por unidade de
comprimento, R,, do diametro do fio, D, do coeficiente de convecgdo, h, da densidade, p, ¢ do

(18)

calor especifico, ¢, do material que ¢ feito o fio, da emissividade, €, da superficie do fio e da
temperatura do ar ao redor, T., e da temperatura da vizinhanga, Tyi,.

Este problema ¢ ilustrativo da facilidade de obtencdao de solugdes numéricas, através de
uma discretizacdo simples. A equagdo (18), discretizada fica na forma:

iZR;—ﬂDh(f—Too )—ED&‘O‘(?“ —Tvéz) (19)
pC(ﬂD2/4)

onde 7 pode ser avaliado no tempo 7, i+/, ou numa ponderacio entre eles. A solucdo deste
problema ¢ recursiva onde parte-se de uma temperatura inicial Ty e calcula-se T;, prossegue-se
em seguida calculando T, Ts,...., at¢ um ntimero de iteragdes predefinidas ou quando um critério
para a obtencdo do regime permanente for atingido. Na figura (3) apresenta-se um exemplo de
solucdo para diferentes valores de passo de tempo, calculando T no instante i. As propriedades
utilizadas sdo listadas na tabela (1). Observa-se que para os passos de tempo de 0,01 ¢ 0,1 s os

Tiy —T; = At



resultados sdo concordantes. Aumentando o passo de tempo para 1 s ja se observa uma diferenca
visual, sendo mais expressiva para um passo de tempo de 5 s. Para um passo de tempo de 10 s o
aquecimento provocado na primeira iteragdo faz que a temperatura calculada para o fio ultrapasse
a temperatura final de equilibrio térmico, 304,849 K, provocando uma grande oscilagdo no
transiente, embora convirja para a solu¢do do regime permanente. Desta forma, o aluno além de
praticar a solucdo numérica da solucdo de uma equagdo diferencial ele conhece também os
problemas relacionados com o uso destes métodos para a obten¢do de uma solugao aproximada.

Tabela 1 — Valores utilizados para a solu¢do da equagao (18).

i 2,10, 50 A Tuiz 300 K
R 0,4 O/m P 8933 kg/m’
D 1 mm C 385 J/(kgK)
T. 300 K € 0,8
G 5.6705119x10™® W/(m’K*) H 100 W/m®
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Figura 3 — Solucao numérica para diferentes passos de tempo.

Assim, neste trabalho mostrou-se a integra¢do da disciplina Matematica Avangada com a
disciplina Condug¢ao de Calor, através da exposi¢do de um conteudo importante para ambas as
disciplinas, a solu¢do de equagdes diferenciais ¢ extremamente importante para a solugdo de
diferentes problemas de engenharia.

4. CONSIDERACOES FINAIS



Na avaliagdo desta experiéncia conclui-se que a utilizagdo de problemas relacionados a
pratica profissional do engenheiro, nas disciplinas de Mateméatica Avancada, pode contribuir
significativamente para o aprimoramento do processo de ensino-aprendizagem e da sua formagao
profissional. A utilizacdo de problemas, como os citados neste trabalho, tem um alto valor de
motivagdo, desde que utilizada uma metodologia adequada.

Observa-se que a constru¢do do conhecimento ndo ¢ um processo linear, bem como nao
existe a preocupacdo em aula de que o processo ensino aprendizagem seja feito de forma rapida,
mas sim que supra as lacunas existentes utilizando diferentes recursos, norteados pela interacdo
do aluno com o processo de ensino-aprendizagem.
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ANALYSIS ON USE OF THE INTEGRATED KNOWLEDGE IN THE
EDUCATION IN MECHANICAL ENGINEERING GRADUATE

Abstract: The Advanced Mathematical discipline of the Graduate Program in Mechanical
Engineering at Pontifical Catholic University of Parand consists of an extensive program where
one of the topics is the education of differential equations. With the objective of to improve the
lessons and to motivate the students the professors supplies to the basic tools of analytical
solution of partial differential equations (when possible) and the students are instigated to search
and to consider other analytical or numerical tools to solve the differential equations comparing
them, interpreting and making new correlations on the obtained results. This paper presents the
reflections of the authors on the necessity to integrate the disciplines, taking in account the
formation of students engineer inserted in the socio-economic context and current politician.

Key-words: partial differential equations, analytic methods, numerical methods, mathematical
education, heat conduction.



