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Resumo: O uso de software na modernizagdo do Cdalculo de Varias Variaveis é uma proposta
de nova metodologia, de uma experiéncia de ensino Integrado com alternativas de tecnologia
computacional para conceitos de Calculo em nivel de graduagdo, especialmente para as
engenharias. Os conceitos bdsicos podem ser apresentados simbolico, grdfica e
numericamente. O uso de multiplas representa¢oes podera ser visto como uma forma de
melhorar o nivel de aprendizado e apropriar o curriculo ao uso de softwares algébricos.
Dentro dessa linha de raciocinio é possivel, com a ajuda de alguns programas
computacionais, tornar a visualizacdo mais imediata, menos abstrata e de melhor
compreensdo em diversas dareas do calculo. A tecnologia computacional tem mostrado que
pode trazer beneficios ao ensino-aprendizagem de vdrios contetidos matemdaticos. E
importante ressaltar que o presente artigo ndo busca simplesmente um uso de comandos de
um determinado programa, mas sim uma andlise de conceitos através do software. Além
disso, a abordagem adotada visa o aprimoramento dos conhecimentos adquiridos nas aulas
de Calculo. O software Maple® serd utilizado para a resolucdo de questées relacionadas a
essa disciplina, bem como um método eficaz de aprendizagem.
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1. INTRODUCAO

No atual sistema de ensino, o estudo do calculo vem se desenvolvendo de uma tal forma
onde o mais importante ¢ a exposicdo excessiva, isto €, a repeticdo, a memorizagao dos
conteudos de modo que ensinar tem um significado de somente informar, onde na maioria das
vezes as aulas estdo totalmente desprovidas de significados. A precariedade do sistema
vigente, nos cursos de célculo tanto para as Engenharias como para as diversas areas das
exatas, tem uma conseqiiéncia seriissima para o futuro profissional do aluno (NASCIMENTO
e NASSER, 1997).

A sociedade na qual estamos inseridos vive o desenvolvimento tecnoldgico na area de
informdtica o que vem causando uma revolucdo na criacdo e exploracdo de novas
metodologias de ensino. A universidade ¢ um espaco de producdo e divulgacdo de
conhecimentos a0 mesmo tempo em que ¢ um espaco de formacdo de profissionais para a
nossa sociedade. O futuro engenheiro, por sua vez, vivendo em meio a essa revolucao da
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informatica devera apresentar a habilidade de relacionar e aproveitar a0 maximo esse
importante aliado (AVILA, 1993; MURPHY, 1999).

O que esta acontecendo ¢ que nos cursos de engenharias as disciplinas basicas, estdo
dissociadas das disciplinas profissionalizantes e isso ¢ um fator evidente na desmotivagao
tanto de alunos como de professores. Os cursos de calculo, desde célculo diferencial ao
avang¢ado e numérico, apresentam indices absurdamente elevados de abandono e insucesso
(PALIS, 1995).

Esses fatores apontam para a necessidade de se buscar alternativas de agdo pedagdgica
que, juntamente com outros meios, possam vir a afastar esse problema que, desde muito
tempo reside nas universidades.

O calculo desenvolveu-se numa interacdo multipla com varios ramos da ciéncia e,
sobretudo com a Fisica. Logo ¢ um instrumento fundamental de fisicos, engenheiros,
quimicos, bidlogos, estatisticos, economistas, sendo utilizado nos mais variados ramos da
ciéncia e da tecnologia. Seus conceitos sdo fundamentais, profundos e sutis. Desta forma ¢
necessario uma devida apreciacdo desses conceitos que s serdo adquiridos gradualmente e
por via intuitiva (HUGHES-HALLETT et al. 1997).

Por todas essas razdes ¢ que o calculo deve ser apresentado de uma forma menos
formalista e tornando a visualizagdo mais imediata e clara. O calculo obteve tanto sucesso
devido ao seu enorme poder de transformar um problema complicado em uma regra de
simples procedimento. Contudo deve-se tomar cuidado para se ensinar o assunto sem perder o
contato tanto com a matematica quanto com seu valor pratico e principalmente teorico.

Segundo MURPHY (1999), desde a década de 80, estdo acontecendo iniimeros
movimentos de reforma do calculo aliadas as reformas curriculares. Objetivando enfatizar, em
seus conteudos, o que ¢ realmente essencial e buscar maneiras novas e criativas para poder
melhorar o desempenho dos estudantes na compreensdo desses conteudos. As reformas
enfatizam, ainda, o uso do computador.

Utilizando esta andlise, fica evidente e nos permite concluir que a utilizagdo de
programas computacionais, tais como Maple®, MatLab®, Scilab e outros, de uma maneira
eficiente pode ser de extrema importancia no sentido de promover o desenvolvimento do
pensamento matematico, integrando aspectos geométricos, numéricos e analiticos tornando a
visualizagao de alguns conceitos do calculo mais imediata e de melhor compreensao.

Nessa busca continua de alternativas de agcdo pedagogica, o uso de software no ensino
de calculo funciona como um fator de motivagao aos alunos e além disso cria no estudante um
espirito de pesquisador. Optou-se pela utilizagdo de recursos computacionais, através do
software Maple®. Trata-se de um programa que além de varias aplicacdes na parte algébrica,
proporciona excelente visualizagdo geométrica e rapida obtencdo de resultados, tanto
algébricos como numéricos (ALVES, 1997; ABEL ¢ BRASELTON, 1994 ¢ REDFERN,
1996). Seus comandos, de facil entendimento, proporcionam um manuseio da sintaxe
matematica geral, tal como ¢, usualmente expressa. Tudo isso permite que o programa seja
facilmente compreendido pelos usudrios, ndo oferecendo dificuldades iniciais, geralmente
observados na utilizagdo de outros softwares matematicos (MARLIN e KIM, 1999). Além
disso seu alcance computacional € perfeitamente adequado as necessidades do célculo.

O artigo tem como objetivo promover uma reformula¢do do ensino de calculo. Nesse
contexto, a metodologia serd desenvolvida com o objetivo de propor sugestdes que permitam
superar dificuldades de matematica basica e desenvolver os contetidos matematicos referentes
a propria disciplina, para torna-la mais clara e menos abstrata, bem como desenvolver no
aluno aptidoes para que ele seja capaz de apresentar um comportamento mais criativo e
empreendedor. Contudo para tornar isso possivel deve ser desenvolvida condi¢des de ensino
que permitam dar mais énfase ao entendimento de conceitos e regras sempre tendo em vista



ligadas ao célculo, relacionando-as a situagdes do cotidiano, incentivando o trabalho junto a
disciplina com o auxilio de softwares computacionais, desenvolvendo a capacidade de auto-
aprendizagem e também promovendo uma melhor integragdo com a realidade atual, através
do trabalho com os softwares.

2. ALGUMAS APLICACOES DO MAPLE® NO CALCULO

Tendo em vista sempre proporcionar ao aluno de graduacao um melhor aproveitamento
em seus conteudos, isto ¢, facilitar a compreensdo aumentando assim o seu desempenho,
escolhe-se um conteudo do célculo para ilustrar que os softwares computacionais sdao de
grande importancia.

A integral ¢ um operador aplicado sobre uma diferencial, com o objetivo de recuperar a
funcao que foi diferenciada ou derivada. A operacdo matemadtica que esse operador executa
chama-se integracdo. O objetivo de uma integracao ¢ obter um nimero ou uma relagdo
explicita entre variaveis.

O assunto escolhido ¢ de grande utilidade pratica, porém os graduandos t€ém enorme
dificuldade de entendimento, pois se torna complicado imaginar tantas superficies graficas,
areas, volumes sem poder enxergar os solidos. Diante de tal situagdo € que se emprega o
software no célculo da integral definida.

A partir do conceito de area, foi possivel elaborar e resolver o seguinte problema: Se /¢
uma funcdo continua em [a, b] tal que f(x) >0, para todo x€[a,b], entdo a area da regido

compreendida entre o eixo x e o grafico de f, para x variando em [q, b], ¢ dada por:
b . [ *
A= f@dx=limD" £(x)Ax, (1)
i=1

onde, x;, i = 0,..., n sdo os pontos de uma parti¢do de [a, b] e x, €[x,_,x,], desde que o limite
exista (LEITHOLD, 1982).

A expressdo representada na equagdo (2) ¢ chamada integral definida de a até b da
funcdo f(x) em relagdo a variavel x.
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Integrais definidas sdo usadas para calcular, em geral, valores numéricos de areas,
volumes, centréides, comprimentos, etc.

Nesta abordagem far-se-4 uma sondagem para mostrar a grande utilidade do software
computacional Maple® em relagdo a integral. Os contetdos abordados aqui sdo uma pequena
amostra do imenso e vasto auxilio deste programa na disciplina de calculo. Neste espago
analisam-se as aplica¢des do Maple® no calculo de areas.

Utilizando coordenadas cartesianas, paramétricas e polares, calculam-se comprimento
de arcos e area de regides planas limitadas. O contexto analisado procura facilitar ao estudante
a visualizagdo cartesiana, buscando assim um melhor entendimento.

Utilizando-se coordenadas cartesianas, seja S, uma regido limitada por: y=f{x), as retas
x=a, x=b ¢ o eixo dos x, onde f/ ¢ continua e ndo negativa em [a, b]. O calculo da area da
regido S, Figura (1) ¢ dado pela equacao (3).
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Figura 1: Representagdo grafica da regidao S

A pratica mostra que a maior dificuldade encontrada neste conteudo ¢ geralmente
procurar os limites de integracdo das regides, tornando assim o contetido bastante abstrato
para grande parte dos universitarios. Exemplos simples ilustram tal situagdo. Seja por
exemplo, encontrar a area de regido limitada pela curva y=x’-9 e pelo eixo dos x. Neste caso,
deve-se primeiro fazer o grafico, o que pode ser feito com o comando “plof”, o que resulta na
Figura (2).

Figura 2: Grafico da fun¢io y=x’-9, com a linha de comando “ plot(x"2-9,x=-4..4);”

Agora, percebe-se com o auxilio da figura (2) que a regido para o calculo da area esta abaixo
do eixo x e limitada pela curva, mas os pontos —3 e 3 nem sempre sao de facil determinagao.
Neste caso, pode-se resolver o problema utilizando o comando “solve” do Maple®, que acha
os pontos de intersecdo da curva com o eixo x (“solve(x"2-9,{x});”).

Apoés a determinacdo dos limites de integragdo, o problema torna-se bastante simples,
basta resolver a integral com os limites determinados.

Outro caso interessante ¢ o céalculo de areas delimitadas por curvas. Veja através do
exemplo como o software auxilia na resolugdo do problema. Seja, por exemplo, encontrar a
area limitada pelas curvas dadas na forma implicita y’=2x e x’=2y. A Figura (3) mostra o
grafico das curvas.
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Figura 3: Grafico das curvas y*=2x e x’=2y, comando:
implicitplot({y"2=2*x, x"2=2*y} x = -2..3, y=-3..3)

Com a Figura (3) pode-se observar que as curvas se interceptam nos pontos (0,0) e (2,2).
Caso estes pontos ndo sejam de imediata visualizacdo, eles podem ser obtidos através do
seguinte comando “solve({y"2=2*x, x"2=2%*y},{x,y})”. Encontrados os limites, torna-se
bastante acessivel e de facil compreensdo a resolucdo deste exercicio. A integral que
representa esta area ¢ dada pela equagao (4).

J-Oz (\/E - %) dx (4)

Caso a regido S seja representada por equagdes paramétricas a férmula para o calculo de
sua area ¢ dada pela integral da equagao (5).

A= j Y(t)x (£) dt )

onde x=x(?), y=y(t) e t €[t(),t1]. Seja um exemplo do calculo de 4rea de uma regido limitada
por curvas escritas por equagdes paramétricas, onde a regido ¢ uma elipse dada pela equagao

(6).

X = cost

(6)

1
= —sent
)

Nota-se que ao tentar resolver esse exemplo fica bastante abstrato para o aluno visualizar
essas regioes, dificultando assim a sua compreensdo e tornando a resolugdo complicada. No
entanto se for utilizado o software tem-se uma clara visdo da superficie, resultando assim no
completo entendimento da questdo. Para poder utilizar a formula que determina a area desta
regido ¢ necessario determinar os limites de integragdo #) e ¢;, utilizando as equagdes
paramétricas da curva. Construindo o grafico com a ajuda do Maple®, tem-se a Figura (4).



Figura 4: Gréafico da elipse definida pela equagdo (6), comando:
plot([cos(t),(1/2)*sin(t),t=0..2*P1]);

Logo se pode observar no grafico acima que esta curva apresenta simetria em relag@o
aos eixos. Sendo assim, € necessario calcular apenas a regido que esta no primeiro quadrante,
isto ¢, ¢ variando de 0 a /2. Depois de se encontrar os limites de integracao torna-se bastante
simples a resolucao do problema.

Se o problema for encontrar a area de uma figura descrita em coordenadas polares,
deve-se determinar a area delimitada pelas retas 8 = a ¢ 8 = [ e pela curva r = f(6). Neste
caso a area da regido S ¢ dada pela equagao (7).

1 s )
A=—] L1 ©O)Fd0 ™

No caso, se a area estiver no interior do circulo » = 3sen@ e exterior a cardidide
r=1+sen6, para se determinar a solugao desse problema, que parece ser bastante complicado,
torna-se de simples percepgio se utilizarmos o Maple®. A Figura (5) representa o grafico da
regido.
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Figura 5: Grafico da regido limitada pelas curvas r=3senf e r=1+sen@: comando
polarplot({3*sin(theta),1+sin(theta)},theta=0..2*P1)

Para se calcular os pontos de interse¢do, resolve-se o sistema de equagdes » = 3senf e
r=1+sen@, e obtém-se os pontos 8 = -7/6 ¢ 6 = /6. Caso utilize-se o software, deve-se
utilizar a simetria da regiao, pois 0 comando “solve”
(solve(3*sin(theta)=1+sin(theta), {theta})) fornece apenas a solucdo no primeiro quadrante.
Entretanto, devido a simetria do grafico em relacdo ao eixo x, a integral pode ser calculada de
0 a 776 e multiplicada por 2.

No célculo de volume de um so6lido, o programa também pode auxiliar, pois ¢ muito util
para encontrar os limites de integracdo que nao ¢ de facil visualizagdo. Se o sélido estiver
definido em coordenadas cartesianas, para o calculo do volume, pode ser utilizado o processo



o plano xy, obtém-se uma regiao plana R segundo a equacao (8).

B a<x<bh
<y A ®

Se a regido T ¢ limitada por z; = g;(x,y) € z, = g (X,y). Entdo o volume da regido 7T ¢
dado pela equacao (9).

r=[; [Lﬁi’?{f o }fy }dx ©

&1(x.y)

Para encontrar o volume do s6lido, por exemplo, limitado superiormente por z = x+2y+1,
inferiormente por z = -x-2y+2 e lateralmente pela superficie definida pelo contorno da regiao
D, limitada pelas curvas y = x’-1 ¢ y =2x’-2. Inicialmente utiliza-se, novamente o comando
“solve” para determinar os limites de integragdo (“solve(x"2-9,{x});”). Assim acham-se os
valores de x, que variam de -1 a 1. A variagio de y ¢ definida pela desigualdade, x*-1<y <
2x°-2. Visualizam-se essas duas curvas através da Figura (6). A variagio de z é de —x-2y+2 a
x+2y+1.
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Figura 6: Grafico da regido limitada pelas curvas y = x’-1 ¢ y =2x>-2. Comando
plot({x"2-1,2*x"2-2} ,x=-1..1)

Logo, o volume do sélido ¢ dado pela integral conforme equagao (10).

1 2x2-2[ px+2y+1
V - I1|:Ix21 |:J‘x2y+2 dZ:|dy:|dx (10)
3.  CONCLUSOES

O problema das reprovagdes nas disciplinas de céalculo indica que ¢ necessdria uma
urgente renovacao da atual metodologia de ensino. Por esses motivos e também pelo
demasiado crescimento na area tecnoldgica que estamos vivendo tem-se a necessidade de se
habituar as novas metodologias de ensino-aprendizagem e seu uso correto.

A tecnologia computacional tem dado mostras que pode trazer beneficios ao ensino-
aprendizado de varios conteudos. Sobre o assunto, existe no mercado, vasta literatura e
material disponivel que podem ser aproveitados para uma variedade de praticas pedagogicas



importante ressaltar que este artigo nao buscou em nenhum momento substituir a figura do
professor, mas mostrar que a seu dispor existe material, softwares, por exemplo, para dar
suporte € melhorar o alcance de objetivos para efetiva compreensdao do calculo e de suas
aplicagoes.

Em relagdo a esta forma de trabalhar relacionando os contetdos vistos nas aulas de
calculo e o uso de um determinado programa computacional, percebeu-se a possibilidade de
promover o desenvolvimento da habilidade de interpretar e visualizar fendmenos relativos a
disciplina. Também serviu para analisar, com maior riqueza de detalhes, todas as varidveis
envolvidas nos problemas, relacionando-as convenientemente para, finalmente, propor uma
solugdo do problema.

Destaca-se também como Dbeneficios decorrentes da utilizacdo de recursos
computacionais, a possibilidade de: (a) explorar problemas mais complexos, tornando-os de
simples compreensdo e facil visualizagdo; (b) explorar com mais profundidade alguns
aspectos geométricos do cdlculo; (c) construcdo do conceito pelo aluno; (d) uma forma de
relacdo com a disciplina tornando-a mais agradavel e de melhor compreensao e (e¢) uma forma
cooperativa de aprendizagem.

Através desta busca por novas formas diversificada de ensino, utilizando recursos
tecnologicos que estdo inseridos na atual sociedade e que ndo param de crescer, foi possivel
criar condigdes programadas que permitiram: (a) uma participacdo mais efetiva dos alunos na
disciplina; (b) melhores resultados por parte dos discentes na disciplina; (c) maior interagdo
com os conteudos matematicos basicos ¢ uma grande melhora na compreensido de suas
aplicacdes; (d) sensivel melhora no alcance de objetivos basicos para efetiva compreensdo do
calculo e de suas aplicagdes; (e) melhor desempenho nas disciplinas subseqiientes; (f)
melhora na forma de expressar-se, no que diz respeito a linguagem utilizada para interpretar e
descrever o raciocinio empregado em cada caso e na analise dos resultados obtidos.
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MULTI-WAYS OF TEACHING IN SEVERAL VARIABLES CALCULUS
CLASSES

Abstract: Utilizing software for leading to up to date studies on Several Variables Calculus
represents a proposal of new methods of teaching Integrated with alternatives of
computational strategies for studying concepts of infinitesimal calculus in graduation level,
especially for engineering. Basic concepts can be presented by algebra symbols as much as
by (colored) graphs and numbers. Possibility of using multiple representations can be seen as
a form of improving learning quality and to adapt graduate math programs to the use of
algebraic software. By this way of thought it is possible, with the help of some software, to
achieve fast visualization and a less abstract and better understanding of several calculus
concepts. The use of computer technology has brought benefits to the teaching-learning of
several mathematical contents. It is important to emphasize that the present article doesn't
simply analyzes the use of commands of some programs, but analyzes the studies of some
concepts through the use of math software. Besides, the adopted approach aims to improve of
learning in calculus classes. Maple software will be used for solving problems that utilizes
infinitesimal calculus. It is understood that this can represents an effective method of
learning.

Key-words: Multi-ways of teaching, Teaching-learning, Software Maple®, Calculus.



