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Resumo: Diversos trabalhos nas dreas de educacdo e engenharia, junto dos altos indices de
reprovagdo nas disciplinas bdsicas que envolvem matemdtica e fisica, constatam a grande
lacuna na aprendizagem de conceitos matemdticos dos alunos ingressantes nos cursos
superiores. Trata-se de uma deficiéncia na compreensdo da teoria matemdtica, culminando
na dificuldade de resolucdo de problemas. Nesse contexto, este trabalho visa mostrar um
algoritmo diddtico baseado no método de Gauss para resolucdo de sistemas de equacoes
lineares. O método ¢ simples e de fdcil compreensdo, baseia-se no uso de tabelas para
resolucdo do sistema. Afinal, a prdtica educativa necessita de constante renova¢do para
contemplar de maneira simples e eficiente o processo de ensino-aprendizagem, nas mais
diversas dreas do conhecimento.
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1. INTRODUCAO

A pratica educativa necessita de constante renovacao, buscando alternativas diversas para
que o paradigma do processo de aprendizagem seja contemplado de maneira eficiente.
Atualmente, percebe-se uma grande lacuna na aprendizagem de conceitos matemdticos em
alunos que ingressam em cursos técnicos pds-médios ou superiores, sendo que, essa
defasagem culmina nas dreas das ci€ncias exatas e engenharias. Dados de pesquisas de vérias
universidades nos cursos de engenharia indicaram uma concentragdo de reprovagao nas
disciplinas bdsicas, tais como cdlculo e fisica, sendo que, 48% dos alunos que ingressaram em
cursos de engenharia no pais ndao se graduaram ao final do curso segundo dados do
INEP/MEC (BRASIL, 2012; RAMOS et al., 2008).

Durante o ensino fundamental e médio, muitos alunos ndo conseguem adquirir
habilidades para pensar logicamente e/ou aplicar ferramentas matematicas para resolver
problemas. Essa dificuldade é apontada por Pesquisas como as de Pedroso e Krupechacke
(2009) e Cury e Bisognin (2006), as quais mostram o baixo nivel de conhecimento de
conceitos matematicos basicos.

Com o intuito de minimizar esses problemas, as instituicdes de ensino superior estao
implantando diversos tipos de projetos como disciplinas ou cursos preparatérios de
matematica basica (COUTO, 2013), monitorias em turnos inversos aos da aula, métodos
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diferenciados de ensino baseados em projetos ou resolugdo de problemas praticos,
(CAVALCANTE & EMBIRUCU, 2013), entre outras (PERALTA et al., 2013).

Pensando nessas dificuldades e na busca de alternativas para facilitar a compreensao e
aplicagdo das ferramentas matematicas tdo importantes no desenvolvimento desses cursos,
esse trabalho visa mostrar um método didatico para a solucdo de sistemas de equagdes
lineares, ja que tanto a bibliografia de ensino bdsico como a de superior aborda essa parte da
algebra linear com métodos baseados no cdlculo de determinantes ou na manipulacdo de
matrizes. Porém, para resolu¢do de sistemas de quarta ordem ou mais esses métodos tornam-
se Dbastante trabalhosos, tornando-se cansativos e, consequentemente, elevando a
probabilidade de erros. Sabe-se também que ferramentas computacionais sdo grandes aliadas
nesses casos, no entanto, é preciso compreender o método para posteriormente, implementa-lo
computacionalmente.

O objetivo do trabalho é mostrar um método de facil manuseio e compreensao, baseado
na Eliminacdo de Gauss para resolver sistemas de equacdes lineares. O método proposto
utiliza tabelas como ferramenta de organizagao e algoritmo de cdlculo.

2. RESOLUCAO DE SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES

A resolugdo de sistemas de equagdes lineares e o célculo de determinantes sdo exemplos
de problemas fundamentais da dlgebra linear que foram estudados desde longa data. Leibniz
encontrou a férmula para os determinantes em 1693 e, em 1750, Cramer apresentou um
método para resolver sistemas lineares baseado no calculo de determinantes, conhecida como
Regra de Cramer. (LAMIN, 2000).

A solucdo de sistemas baseado em determinantes é a mais usada em nivel médio e
técnico, porém, esse método restringe-se a sistemas de terceira ordem, pois o calculo de
determinantes para matrizes de quarta ordem ou mais, torna-se extremamente trabalhoso.
Outro método de resolucdo de sistemas baseado em escalonamento € conhecido por
Eliminacdo de Gauss, porém, menos utilizado por envolver manipulagdo da matriz do sistema
em questdo.

A maioria dos livros de ensino médio aborda métodos de resolucdo de sistemas através de
determinantes e escalonamento com matrizes de terceira ordem, no maximo. Sistema de
ordem superior torna-se de dificil resolu¢do a medida que necessitam de célculo de
determinantes e/ou manipulacdo das matrizes associadas. (PAIVA, 2005; DANTE, 2010). Ja
os livros de ensino superior abordam sistemas lineares de ordem n, em que a resolugao dos
mesmos se da através de escalonamento. (STEINBRUCH & WINTERLE, 2010; BOLDRINI
et al.,1986).

2.1. Método de Eliminaciao de Gauss

O método de Gauss para solugdo de sistemas de equagdes lineares € um método numérico
direto, em que a solucdo do sistema € obtida com um nimero finito de operacdes. Com (n-1)

passos o sistema linear Ax = B € transformado num sistema triangular equivalente.
(BARROSO et al., 1987; RUGGIERO & LOPES, 2009).
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O objetivo do método de Gauss consiste em eliminar os elementos a;; para i > j para obter
uma matriz triangular superior:

' ' ' '

a, a, .. a,\=x b,

1 1 '

0 dy .. dy|x]| |,
= (2)

' 1

0 O oa, \x, b,

A partir dessa matriz triangular, aplicam-se substitui¢gdes sucessivas para obter-se a
solucdo pretendida. O método de eliminagdo de Gauss consiste em n-/ passos, em que 0S
elementos a’; sdo obtidos a partir dos elementos a;;. O elemento ay € chamado de pivo sendo
que, para k=1,... n-1, se o piv0 ax= 0 entdo tem-se que efetuar a troca de linhas. Por outro

lado, se ax # 0, utiliza-se a seguinte rotina:
k
. a, .
1°) Calcula-se o quociente my: m, = —’k" ,parai = k+1, ..., n;
Qi
k

° . k+1 +H _ k k N .
2°) Determinam-se os elementos a;; : a; =a; —m,aq;;, para i,j = k+1, ...,n;

3°) Determinam-se os elementos b *': b*"' = b —m, b} , parai = k+1, ...,n.
De forma que, ao final dos n-/ passos obtém-se o sistema triangular superior conforme a
equacgdo matricial acima.

2.2. Algoritmo didatico para o método de Gauss
O Algoritmo a seguir mostra um método simplificado para resolver sistemas de equacdes

lineares, baseado na Eliminacdo de Gauss. Inicialmente usa-se a matriz total do sistema, ou
seja:

a, 4y a, b
a, Ay a,, b,

3)
anl an2 ann bn
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O principio bésico deste algoritmo € o mesmo do método de eliminacdo de Gauss, com a
k+

diferenca que ndo se usa o quociente m; para o cilculo dos novos elementos a; ' mas sim a

multiplicagdo cruzada de termos, isto €,

1°) Determinam-se os elementos a," : a;" = aga; —ayay,,, paraij = k+1, ...n;

2°) Determinam-se os elementos b'™: b = a; b’ —a;b; , parai = k+1, ...,n.

Cada vez que esta rotina € executada, eliminam-se uma linha e uma coluna da matriz
total.

Para exemplificar, supde-se um sistema linear solivel e determindvel com quatro
incégnitas, dado pela Equacio (4):

ay X, +apX, +ax; +ayx, = by
Ay Xy + Ay Xy + Ay Xy + 0y X, = b, @)
Ay X + A3 X, + Ay X + Ay X, = by
Ay X+ A%, + a4+ ay,X, = b,
A matriz total do sistema serd 4 x 5, conforme Equacdo (5):
a, G, a5 a, b
Ay Gy Gy Gy b,
5)

S
=
Q
S
Q
(98]
w2
Q
r
N

Q
=
S
S
Q
&
S
S
S

Utiliza-se a forma tabular para facilitar a visualizag@o, conforme Tabela 1:

Tabela 1 — Coeficientes da matriz 4 X 5.

ajp | ap | aiz | an | by

ax | ax | ax | ax | b

as; | ax | as | asx | bs

aqr | ag | a3 | asq | bs

A matriz resultante sera 3 x 4, com os elementos da Tabela 2:

Tabela 2 — Coeficientes da matriz 3 X 4.

a'y = ajan-apa | a2z = aja;-a;3az; | a'sy = apaz-agay | b = ab-biaz;
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a’s; =apaz-apaz | a's3s = apasz-apzaz; | a'sq = ajaz-apaz; | b's = apbs-bias;

'y = a11042-a1204; | A'43 = A11043-01304] | Q'4q = A11044-01404; | D'y = aj1by-bjasz;

Repete-se esta rotina, obtendo-se como resultado uma matriz 2 x 3, de acordo com Tabela

Tabela 3 — Coeficientes da matriz 2 X 3.

a''s3 =a’xa'sz- a’sa'; a''sy =a’2a'34- a’30'4 b"s =a’»b’s-a’»b’;

a''s3=a’2»a'y3-a’pas a''y=a’2a'4-a’pa'y "y=a’»nb’y-a’pb’;

até obter uma matriz 1 x 2, como mostra Tabela 4:

Tabela 4 — Coeficientes da matriz 1 X 2.

| alll44 - a1133a1144_a”34all43 ‘ bll/4= a1133bll4_all43b113 ‘

fazendo com que a solucd@o da quarta incognita seja igual a:

"
X, = b 6
4 a" ( )
44
As demais incOgnitas terdo solu¢des dadas por:
bll _aVV x
— 3 34 "4
GET (6)
33
b',—a'y, x;—a'y, x
— 2 23 73 24 4
Xy = )
22
b'\—a',x,—a';x;—a', x
| 12 72 13 73 14 4
X = ®)

]
ay

Porém, qualquer linha dessas matrizes poderd ser utilizada para a determinagdo das
demais incégnitas.

Cabe lembrar que, assim como em qualquer sistema linear, é possivel encontrar Sistemas
Possiveis e Determindveis, que terdo a solucdo proposta acima, assim como Sistemas
Possiveis e Indetermindveis ou sistemas Impossiveis.

Através desse algoritmo, um Sistema Possivel e Indetermindvel ficard caracterizado
quando pelo menos duas linhas da mesma matriz forem idénticas ou pelo menos uma delas
tiver todos os elementos nulos ou ainda, na dltima etapa, for encontrada a linha conforme a
Tabela 5:
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Tabela 5 — Coeficientes da matriz 1 X 2 para sistema possivel e indeterminado.

Ja um Sistema Impossivel é caracterizado principalmente na dltima etapa quando apenas
o elemento da primeira coluna é nulo, conforme Tabela 6:

Tabela 6 — Coeficientes da matriz 1 X 2 para sistema impossivel.

‘ 0 | Numero #0 |

2.3. Exemplo sobre o uso do algoritmo didatico em sistemas lineares

Resolucdo de sistemas provenientes da andlise de circuitos pelas Leis de Kirchoff.
Suponha o seguinte circuito (a resisténcia Rs estd em curto-circuito, mas pretende-se apenas
utilizar a configuragdo para ilustrar o método):

Figura 1: Circuito elétrico

Em que €, =5V, & =1V, R =R, =R; =R, =1 Q, de forma que obtém-se as seguintes
equacoes:

I,-1,-1,=0
I, +1,=5
II 13— 1 ©)
2 43—
I, +1,+1,=4
A matriz total serd neste caso a mostrada na Tabela 10:
1 -1 -1 0 O
1 0 1 0 5 10
o 1 -1 0 -1 (10)
1 1 0 1 4
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O algoritmo é montando conforme a Tabela 7:

Tabela 7 — Coeficientes da matriz 4 X 5.

1 -1 -1 0 0
1 0 1 0 5
0 1 -1 0 -1
1 1 0 1 4

Na primeira etapa reduz-se para uma matriz 3 x 4:

Tabela 8 — Calculo dos coeficientes da matriz 3 X 4.

Ix0 - Ix(-1) =1 Ix1 - Ix(-1) =2 1x0-1x0 =0 Ix5-1x0=5

Ix1 -0x(-1) =1 Ix(-1) - Ox(-1) = -1 1x0-0x0 =0 Ix(-1) - 0x0 = -1

IxI - Ix(-1) =2 1x0 - Ix(-1) =1 Ix1 - 1x0 =1 Ix4- 1x0 = 4
Ou seja,

Tabela 9 — Coeficientes da matriz 3 X 4.

1 2 0 5
1 -1 0 -1
2 1 1 4

Na préxima etapa a matriz anterior € reduzida a uma matriz 2 x 3:

Tabela 10 — Coeficientes da matriz 2 X 3.

-3 0 -6
-3 1 -6

Repetindo a rotina, obtém-se a matriz 1 x 2:

Tabela 11 — Coeficientes da matriz 1 X 2.

| 310 |

Logo, a quarta incégnita (I4) terd como solugdo:

=" =04 (11)
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Para a determinacdo das demais incégnitas, pode-se utilizar as linhas obtidas em cada um
dos passos acima. Por exemplo, para calcular a terceira incégnita (/3) pode-se usar a primeira
linha da Tabela 9, a qual corresponde a Equagado (11):

=3[,+01,=—6 = -3[,=—6=1,=2A (11)

A determinagdo da segunda incégnita (I;) utilizamos a terceira linha da Tabela 7 e obtém-
se a Equacao (12):

L-1I,=-1=1,-2=-1=1,=1A (12)

Finalmente, o valor de Il é obtido pela primeira linha da Tabela 8, a qual fornece a
Equacao (13):

[ +1,=5=1+2=5=1 =3A (13)

Sendo assim, um sistema de quarta ordem € resolvido com poucas operagdes e de
maneira simples e eficiente obtém-se os valores das correntes elétricas.

3. CONSIDERACOES FINAIS

E senso comum entre alunos e professores dos mais diversos niveis de ensino, que a
matematica € uma das disciplinas em que os estudantes apresentam maior dificuldade de
aprendizagem. Como mencionado anteriormente, diversos autores constaram esse fato que
torna-se mais visivel e preocupante nos cursos de Engenharia, em que a matemética € base
para todo o curso, culminando em altos indices de reprovagdo. Desse problema, aliado a
constante busca por renovagdo e aperfeicoamento da pratica de ensino surgiu a idéia da
aplicacdo do método proposto. O algoritmo didatico baseado no método de Gauss para
resolucdo de sistemas mostrou-se eficiente por ser de facil compreensdo e manuseio,
simplificando o ndmero de operagdes necessdrias para resolver sistemas lineares. O algoritmo
usa tabelas como forma de organizacao e manutencao do método. Portanto, pode ser utilizado
como ferramenta na resolu¢do de problemas priticos como o exemplo mostrado. Além disso,
o método teve uma boa aceitacao por parte dos alunos, os quais resolveram sistemas de ordem
maior que trés de forma simples e eficiente.
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DIDACTIC ALGORITHM FOR GAUSS METHOD

Abstract: Several papers in the areas of education and engineering, along the high failure
rates in core subjects involving mathematics and physics, show the large gap in learning
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mathematical concepts of freshmen in university courses. This is a deficiency in the
understanding of mathematical theory, culminating in the difficulty of solving problems. In
this context, this work aims to show a didactic algorithm based on Gauss method for solving
systems of linear equations. After all, the educational practice needs constant renovation to
include a simple and efficient way the process of teaching and learning in diverse areas of
knowledge.

Key-words: Systems of linear equations, Gauss method, Didactic Algorithm.



