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Resumo: De forma geral o ensino nas escolas de engenharia pode, por vezes, ser visto
como fragmentado. Algumas disciplinas aparecem como ilhas de conteldos em uma grade
curricular com apenas um conhecimento prévio estabelecido. Este problema pode ser
observado na disciplina de Geometria Descritiva, principalmente quando a relacionamos
com o Desenho Técnico. Baseado nisto, este artigo apresenta uma integracdo da
Geometria Descritiva com Algebra Linear e Geometria Analitica sob o foco do topico de
intersecdo de planos como forma de visualizar a relacéo entre estas disciplinas como base
para o Desenho Técnico. Como método, serd apresentado um estudo de caso de
intersecdo de trés planos, descrevendo a solugcdo através dos conhecimentos das
disciplinas mencionadas. Como conclusdo, verifica-se a integracdo horizontal entre
disciplinas de fases iniciais de um curso, rompendo uma barreira de fragmentacéo.
Espera-se que a interdisciplinaridade deva ser uma meta no ensino académico,
promovendo um aprendizado permeado por diferentes conteddos de cada disciplina. Este
é um ideal a ser efetivamente trabalhado pelos projetos integradores em cada curso.
Desta forma Geometria Descritiva pode desempenhar o importante papel nas abstra¢des
matematicas espaciais.

Palavras chave: Interdisciplinaridade, Geometria Descritiva, Algebra Linear, Geometria
Analitica.

1. INTRODUCAO - PROJETO INTEGRADO X INTERDISCIPLINARIDADE

A integracdo entre disciplinas dentro de qualquer que seja o curso é apontado hoje como
um caminho a ser seguido nos cursos de graduacao. Sua importancia é sustentada pela criacdo
de disciplinas ou de trabalhos/projetos integrados/integradores. Na elaboracdo destas agoes,
buscam-se areas de concentracdo de conhecimentos de diferentes disciplinas, objetivando
continuidade ou relacdo entre contetidos para execugdo do processo de ensino.
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Dentro da proposta do trabalho de Piratelli (2005) para o curso de engenharia de
producdo, apresenta-se uma sintese da resolucdo 48/76 do CNE (Conselho Nacional de
Engenharia) de 11/03/2002, que propde ao ensino de engenharia alguns destaques,onde pode-
se ressaltar: a flexibilizacdo curricular, o perfil do aluno egresso generalista, a necessidade da
existéncia de trabalhos de concluséo de curso e, principalmente, mecanismos que promovam a
interdisciplinaridade.

Cabe aqui uma definigdo mais formal sobre interdiciplinaridade. Segundo Leis (2005):
...a interdisciplinaridade pode ser definida como um ponto de cruzamento entre atividades
(disciplinares e interdisciplinares) com légicas diferentes. Ela tem a ver com a procura de um
equilibro entre a andlise fragmentada e a sintese simplificadora, assim como, entre as visoes
marcadas pela logica racional, instrumental e subjetiva.

A proposta dos projetos de integracdo como mecanismo de interdisciplinaridade, apesar
de pedagogicamente correta e atender a resolucdo do CNE, pode ser considerada de dificil
implementacao baseado nos seguintes pontos/questionamentos:

e Alunos de diferentes fases ou cursos, resultando em uma formacao heterogénea. Como
pode-se avaliar diferentes alunos com diferentes condigdes e perfis no cumprimento de
uma tarefa? - dificuldades sobre a formacgdo heterogénea sdo também apresentadas
por Bittencourt (2003) -.

e Falta de interacdo entre professores - em casos empiricos que quanto maior o niumero
de disciplinas envolvidas, menor € a participacao de professores -.

e Ampliacdo de carga horaria de curso. Este problema reside na criagdo ou ndo de
disciplinas para gerenciar projetos integrados.

e Como e com que critérios devem ser atribuidos notas ou conceitos por diferentes
professores em cada disciplina (caso exista a disciplina de projeto integrado)?

Tais dificuldades quando ndo superadas podem resultar em frustragdes de alunos,
professores e coordenadores.

A interdisciplinaridade é uma pratica a qual os alunos podem acumular experiéncias do
seu uso e importancia em diferentes temas académicos. Em algumas situacgdes, a apresentagdo
formal dos tdpicos de interdisciplinaridade pode ter o efeito desejado pelo projeto integrador.
Algumas propostas bem sucedidas podem ser verificadas em Peixoto (2007), Mariani (2005),
Silva e Fonseca (2003).

2. OPROBLEMA - PORQUE APRESENTAR A INTERDISCIPLINARIDADE?

A expectativa do aluno ingressante em uma universidade é a possibilidade de dominar e
manipular os conhecimentos técnicos e especificos de sua area de interesse. Quanto mais
antecipada esta expectativa minimiza-se a evasdo de cursos, uma vez que, o conhecimento é
verificado e aplicado. Assim, é importante que o dominio e a manipulacdo destes
conhecimentos sejam uma préatica das primeiras fases colaborando com a expectativa dos
ingressantes.

As disciplinas de Desenho Técnico, Geometria Descritiva e Algebra Linear e Geometria
Analitica fazem parte do ciclo béasico, onde, durante os seus estudos, observa-se a ansia do
aluno pela busca pela manipulacdo destes conhecimentos. Por outro lado, a diminuicdo
historica da carga horaria das disciplinas de Desenho Técnico e Geometria Descritiva,
efetivamente ndo contribuem para a qualidade do aprendizado, como citado por Ulbricht
(1992), assim como 0 tempo necessario para a pratica integral do desenho encontra-se
comprometido. Com a diminuicdo,principalmente, da carga horéria, abriu-se espaco para
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disciplinas novas, como também, aparentemente, minimizou-se a importancia da linguagem
gréfica.

A possibilidade do uso de diversos softwares para o desenho técnico e da modelagem
tridimensional restauraram parcialmente o achatamento da carga horaria da area de desenho.
O uso destas tecnologias contribuiu para abolicdo do uso de antigos materiais de desenho
(réguas T ou paralelas, compassos, canetas nanquim, aranhas, réguas de letras, entre outros).
Com a implementagdo de novas tecnologias, tais como o da Realidade Virtual, pode-se
esperar novas evolugdes no aprendizado do desenho técnico.

Atraveés do uso de novas tecnologias para o aprendizado do Desenho Técnico, a disciplina
de Geometria Descritiva pode, até mesmo, ser condenada ao esquecimento, mesmo sendo de
vital importancia para o mesmo. Esta afirmacéo se baseia na possibilidade de um aluno ter um
bom aproveitamento em Desenho Técnico, através da utilizacdo de recursos computacionais,
sem ter o prévio conhecimento de Geometria Descritiva, que evidentemente é a origem do
Desenho Técnico. Desta sequéncia “aparentemente desordenada” e da ideia da importancia do
ensino de Geometria Descritiva — e de sua relagdo com outras disciplinas de base —, apresenta-
se a seguir alguns questionamentos:.

O temo a ser debatido é se nesta permuta de carga horaria por recurso computacional, é
relevante ou ndo. Neste sentido pode-se transcrever o problema para algumas perguntas de
pesquisa:

o A Geometria Descritiva pode auxiliar em outras disciplinas além do Desenho Técnico,
mais especificamente Algebra Linear e Geometria Analitica?

o Existe uma perda no aprendizado na area da Algebra Linear e Geometria Analitica e
Calculo em detrimento da diminuicéo da carga horaria da Geometria Descritiva?

o A possibilidade de se criar projetos integrados nas primeiras fases entres as disciplinas
de Geometria Descritiva e Algebra Linear e Geometria Analitica, é conveniente para a
manipula¢do/manutenc¢éo dos conhecimentos basicos?

O problema se torna ainda mais relevante quando agregamos o tema da
interdisciplinaridad.Piratelli et al. (2005) aponta pela incapacidade de algumas escolas de
Engenharia de integrar as disciplinas, conhecimentos e conteddos de um curso, devido
principalmente a uma rigida grade de ensino.

3. OBJETIVO

O presente trabalho apresenta como objetivo a possibilidade de ampliar a integracdo nas
primeiras fases entre as disciplina de Geometria Descritiva, Algebra Linear e Geometria
Analitica promovendo a interdisciplinaridade e buscando desenvolver as capacidades dos
académicos em diferentes abordagens de ensino.

Além da justificativa da interdisciplinaridade, este trabalho busca promover o
aprendizado da Geometria Descritiva através do uso do AutoCAD. Griz, Carvalho, Peixoto
(2007) consideram que o Desenho Técnico estd formulado com a base na Geometria
Descritiva, Algebra Linear e Caalculo, permitindo uma evolugio académica de base solida,
possibilitando uma formacdo plena. Desta forma, enfatiza-se a importancia dos
conhecimentos de Geometria Descritiva.

4. METODOLOGIA - A INTERSECAO ENTRE PLANOS E OS SISTEMAS DE
EQUACOES.
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Como metodologia para o desenvolvimento deste artigo, serd apresentado o tema da
Geometria Descritiva, (especificamente através da intersecdo entre trés planos) da Algebra
Linear e da Geometria Analitica (através da resolucao de sistemas lineares). Para isto, sera
utilizado como exemplo, um sistema de dimensdo 3 e sua resolucdo (passo-a-passo)
apresentando, paralelamente, a resolucdo pela Geometria Descritiva.

Esta abordagem direta busca apresentar os conhecimentos e a relacdo interdisciplinar ja
nas disciplinas das primeiras fases. Em Luz et al. (2007) foi desenvolvido um trabalho
semelhante com alunos do curso de Licenciatura em Matematica da UFPR, com uma
metodologia que permitisse ao estudante do ensino fundamental relacionar, de modo amplo,
0s conhecimentos adquiridos através do estudo da geometria e de buscar diversas relacdes
interdisciplinares na Matematica.

4.1 UNDAMENTACAO DA GEOMETRIA DESCRITIVA.

Na resolucdo do problema de intersecdo de planos na Geometria Descritiva é inicialmente
necessario o conhecimento e a interpretacdo de planos representados por seus tracos. No passo
seguinte, deve ser identificado o cruzamento entre os tracos dos planos e, por ultimo, definida a
reta de interse¢do que passa pelos cruzamentos dos tracos dos planos ja identificados.

No caso de um problema de trés planos, se existe solucdo, esta € um ponto | no espaco. Este
ponto é determinado através da identificagdo do cruzamento das retas de intersecdo dos planos
dois a dois (retas r, s, t). O diagrama de conjuntos abaixo (Figura 1) representa esta situacao

A

Figura 1 : Representagéo da intersegdo entre trés planos utilizando Diagrama de Van.
As situacBes onde o problema ndo possui solucdo ndo serdo apresentadas neste trabalho.

4.2 FUNDAMENTACAO MATEMATICA - ALGEBRA LINEAR E GEOMETRIA
ANALITICA.

Um sistema linear possuindo m equac@es e n incognitas (ou variaveis) é escrito

usualmente na forma,
a; X, +a,X, +...+a,X, =b

n°'n

A, X, + 85X, +...+ 3y X, =D,

A X +a,X, +...+a,, X, =b

onde ajj sdo os coeficientes do sistema (1 < i < m linhas, 1 < j < n e colunas), X; S0 as
variaveis (ou incognitas) (1 <j < n) e b; sdo as constantes do vetor de termos independentes (1
<i<m).
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O mesmo sistema linear também pode ser apresentado sob a notacdo matricial: Ax = b. A
resolucéo deste sistema linear consiste em calcular os valores de x; (j = 1, ..., n), caso eles
existam, que satisfacam as m equagdes simultaneamente.

Sobre os tipos de solucbes de um sistema de equaces, 0 sistema pode ser impossivel (ou
incompativel) se ndo possui solucdo, possivel (ou compativel) se possui solucdo. Caso o
sistema seja possivel, entdo ele pode ser, determinado se apresentar solucdo Unica ou
indeterminado se possuir infinitas solu¢ées (LEON, 1998).

Existem alguns meétodos de solucéo para os sistemas lineares, dependendo da dimenséo
do sistema e condicao da matriz inicial, se esparsa ou ndo e/ou outros atributos. Os métodos:
Eliminacdo de Gauss, método de Gauss-Jordan, inversdo de matriz, fatoracdo LU e fatoracao
de Cholesky, e os métodos matematicos iterativos de Jacobi e Gauss-Seidel, buscam em geral
facilidades, precisdo e eficiéncia computacional para cada caso de matriz inicial.

4.3 ESTUDO DE CASO - SISTEMA COM SOLUCAO UNICA.

Neste artigo apresenta-se inicialmente o método formal conhecido como eliminacdo de
Gauss para resolver um sistema com trés varidveis e trés equagdes, e um método nao
convencional na geometria analitica para a solugcdo do mesmo problema na geometria
descritiva. E importante, desde ja, destacar que apesar do método ser nio convencional este é
apresentado e sua caracteristica marcante encontra-se na descricdo de retas no espaco de
dimensdo 3, e ndo no espaco de dimensdo 2, como apresentado a seguir no exemplo
numeérico.

5x+10y +4z =60
Dado o sistema: <X+ 2y +2z =18
10x+4z =40

Resolucéo por eliminacéo de Gauss
Escrevendo a matriz aumentada do sistema, e escalonando:

5 10 4 60 1 2 2 18
L,=L, -5*L,

1 2 2 18|->(LeL)>|5 10 4 60> —
L, =L, —10*L,

110 0 4 40 10 0 4 40

1 2 2 18 1 2 2 18

0 0 -6 -30|-»(L,eL,)—>|0 -10 -16 -50

0 -10 -16 -50 0 0 -6 -30

Reescrevendo o sistema escalonado:

X+2y+2z=18
-10y -16z =-50
-6z =-30

Resolvendo por retrosubstituicdo:

Solugdo: (x=2,y=3,z=5).
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O método de resolucdo por eliminacdo de Gauss é eficiente e conhecido, porém é
importante questionar, qual a sua relagdo com o conhecimento adquirido na Geometria
Descritiva? Como podemos demonstrar a interdisciplinaridade? Para atender estas questdes
foi desenvolvida uma resolugdo que percorre 0 mesmo caminho da Geometria Descritiva, isto
é, a solucdo é encontrada ap0ds a determinacao do cruzamento das retas de intersecdo entre 0s
planos dois a dois, como apresentado a seguir.

5X+10y+4z =60
Do sistema < x+2y +2z =18
10x+4z =40
pode-se denominar trés planos, cujo desenho se apresenta na Figura 2.

y a ‘ A
— ol
o :5x+10y+4z =60 BiXx+2y+22=18 A:10x+4z =40
equagao(1) equagio (2) equacao (3)

Figura 2: Planos apresentados pelas equag6es do sistema proposto.

Todos os planos foram desenhados utilizando-se o software AutoCAD onde manteve-se a
correta posicdo espacial destes planos. Para a obtencdo dos planos de projecao horizontal e
vertical utilizou-se o comando “retangulo” e posteriormente, o comando “regido” para a sua
visualizagdo no ambiente de modelagem 3D. Os planos o, B e A foram representados pela
interceptacdo dos eixos X, Y e Z segundo o referencial apresentado na Figura 3, utilizando
para a sua visualizagdo, o mesmo comando “regido” do AutoCAD na barra de ferramentas
“desenho”. Uma observacdo importante é que a porcdo positiva do eixo X esta a esquerda do
zero na linha de terra e ndo a direita como apresentado em Principe Jr. (1980) e Pinheiro
(1970). Somente desta forma o modelo 3D gerado pelo AutoCAD se encaixa no conceito de
coordenadas dos livros de Geometria Descritiva dos autores citados acima.

_,-//
—
z

A
-

Figura 3: Primeiro Diedro e eixos de referéncia X, Y, e Z apontados para o lado positivo.
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Desta forma, o cruzamento dos planos pela linha de terra (eixo X / abscissa) se encontram
nas coordenadas (12,0,0) para o plano a, (18,0,0) para o plano B, e (4,0,0) para o plano A. As
coordenadas para o cruzamento dos planos no eixo Y (afastamento) o, B e A S0
respectivamente (0,6,0) (0,9,0) e (0,0,0). As coordenadas do cruzamento dos planos a, B e A
pelo eixo Z (cota) sdo respectivamente (0,0,15) (0,0,18) e (0,0,10).

A apresentacdo do sistema no espaco de referéncia fica, entdo, como apresentado na
Figura 4. Sua solucdo pode ser interpretada como a intersecdo de trés planos.
Geometricamente a solucdo do sistema € o ponto de intersecdo entre os trés planos, como
apresentado @ seguir.

A

Figura 4: Os trés planos (a, p € A) no sistema de referéncia, com a representacao das retas
de intersecdo entre os plano dois a dois. O ponto de intersecdo das retas é a solucdo do
sistema.

Pela Geometria Descritiva a intersecdo dos planos dois a dois determina trés retas no
espaco. O cruzamento dessas trés retas € o ponto de intersecdo entre os planos e solucdo do
sistema. Aqui se apresenta uma observagdo importante: Estamos “acostumados” a ver a
equacdo da reta, y = ax + b, em um espaco bidimensional. Como as retas de intersecdo entre
0s planos se cruzam no espaco tridimensional, suas equacdes sdo representadas na forma
reduzida como apresentado a sequir.

Intersecao dos planos dois a dois:

Sejam «:5x+10y+4z =60, f:x+2y+2z=18,1:10x+4z =40 trés planos
conforme Figura 4.

Denominamos por r, s e t as retas de intersec¢cdo a N g3, SN A e a A respectivamente

A determinacdo da reta r é apresentada na Figura 5, onde:

5x+10y +4z =60 (1)

r: .
anp {x+2y+22=18 7

B

A

Figura 5: Representacao da intersecdo dos planos o ¢ 3 e sua reta de intersecédo. A reta de
intersecdo é uma reta o tipo horizontal, portanto, tendo sua cota constante.
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Isolando x na equagao (2):
X=18-2y -2z (4)

Substituindo x na equagéo (1) pela equacéo (4):
5[18 -2y —2z]+10y+4z=60 = 90-10y—-10z+10y+4z =60

)
z2=5

Substituindo (5) em (4):
x=18-2y—-2(5) = x=8-2y

Assim, a reta r na forma reduzida é representada por:

X=8-2
r: y
{225

Note que z constante determina a reta r do tipo horizontal.

A determinacdo da reta s é apresentada na Figura 6, onde:

2y+2z=18
S:fNA: Xreyres (2)
10x+4z =40 (3)

B L M

Figura 6: Representacdo da intersecdo dos planos e A sua reta s de intersecdo. A reta de
intersecdo é uma reta do tipo qualquer.

Da equacéo (I) x=18—-2y—2z 4
Substituindo (4) na equacéo (3), tem-se:

1018 -2y —2z)+4z=40 = 180-20y—-20z+4z=40

-162=20y+40-180 = z:%—%y (6)
Substituindo (3) em (1):
3 5 3 5
Xx=18-2y-2 ——= = x=18-2y——+=
’ (4 4y) Y=gt
(1)

NETE
2 2
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Assim, a reta s na forma reduzida é representada por:

x=l+1y
2 2
4 4

A determinacéo da reta t , € apresentada na Figura 7, onde:
5x+10y +4z =

A x+10y+4z=60 (1)
10x+4z=40 3

-—

Figura 7: Representacdo da intersecdo dos planos e A e sua reta t de intersecdo. A reta
de intersecdo é uma reta o tipo qualquer.

Aretat pode ser resolvida de maneira analoga a reta s e r, e é apresentada na forma
reduzida é representada por:

‘. X=-4+2y
"|z=20-5y

Analisando-se as interseccdes das retasr, se t
1 1

X=Z-+7Y
X=8-2 =442
r: y,s: 2 2 et: X Ty
z=5 S 3% 5 z=20-5y

4 4

Analisando-se as intersecgdes das retas r, s e t duas a duas:
rns: lgualando x de rax des:

x:8—2y=%+%y = 16-4y=1+y = -5y=-15 =y=3

Xx=8-2y = x=8-23) = x=8-6 —=x=2
Ponto de intersecdo (2, 3,5)

r N t: Substituindo z=5 de r em z de t:

z=20-5y = 5=20-5y = 5y=15 = y=3
Xx=8-2y = x=8-23) = x=8-6 —=x=2

Ponto de interse¢do (2, 3,5)
Operando da mesma forma s m t: Igualando x das retas s e t:
Obtem-se também o resultado o Ponto de interse¢éo ( 2, 3,5)
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As intersecOes das retas duas a duas comprovam a solucdo do sistema pelo método de
eliminacdo de Gauss. Evidentemente sua eficiéncia nao é discutida aqui e sim uma forma de
apresentar a interdisciplinaridade que o método de eliminagdo de Gauss ndo evidencia. Na
Figura 8, sdo apresentadas somente as retas de intersecdo e a localizacdo do ponto
(representado por uma esfera) e a solucdo identificada pelo software AutoCAD, através do
comando de propriedade dos objetos. As retas de intersecdo na Figura 8 foram definidas
utilizando-se a captura de pontos entre os elementos que definem os planos o, e A. A esfera
teve seu centro definido também através da captura de pontos.

Figura 8: Ponto de intersecdo representado pelo cruzamento das retas r, se t.

A Figura 9 destaca a solucdo do sistema proposto através a utilizacdo da paleta de
propriedades dos objetos no AutoCAD, neste caso, a solucdo é a coordenada X,y , z do
centro da esfera.

ga 30 Solid s

Calor I EvlLaver
Lawver iNntercecoes
Linetype — BwLayer
Linetyvp... 1

Plok skwle  BwiCaolor
Linewweight
Hyperlink

BwvLawver

Makterial BylLawer
Shadow... Casts and Rec...

Saolid bwpe Sphere
Fos=ition x 2
Fosition ¥ | 3
Fosition £ | S5
Radius 0.5
Diameter 1

Figura 9: Solucdo identificada pelo AutoCAD.

Deve-se observar que as retas de intersecdo entre os planos ndo estdo no espaco
bidimensional, por isso devem ser representadas na forma reduzida. Como este método das
intersecOes duas a duas ndo é comumente apresentado nas salas de aula, a ligacdo entre a
geometria analitica a geometria descritiva e a algebra linear encontra-se apagada. O problema
e sua solucdo, utilizando o método biprojetivo de Monge, sera apresentada nas Figuras 10 .

Na Figura 10 é apresentada a solu¢do do exemplo proposto pelo método Mongeano. As
retas r, s e t de intersecdo entre os planos sdo determinadas por suas projecdes. No
cruzamento das projecdes das retas r, s e t encontra-se 0 ponto de interse¢cdo dos planos,
solucdo do exemplo numérico proposto. Para apresentar o resultado do método de maneira
mais precisa foi colocada sobre a épura uma grade (quadriculado de uma unidade) facilitando
a conferéncia da solucéo. Pode-se, entdo, verificar: abscissa 2 unidades a partir do zero para
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esquerda, cota 5 unidades para cima e afastamento 3 para baixo definindo as projecoes
horizontal e vertical, I, e I, do ponto de intercessdo dos planos.
Observacdo: Os tracos das retas r s e t ndo estdo representados na épura.

A2

Figura 10: Epura da solugdo do exemplo numérico.
5. CONCLUSOES

O trabalho apresenta a interagdo das disciplinas mencionadas de Geometria Descritiva,
Algebra Linear e Geometria Analitica como proposto, além de apresentar a interacio com
ferramenta de desenho (software AutoCAD), através da apresentacdo da solucdo dos sistemas
propostos.

A eficiéncia comparada dos métodos de solucdo de sistemas é indiscutivel entre as trés
disciplinas, evidentemente, a algebra linear pelo método de eliminacdo de Gauss tem
vantagens sobre as outras disciplinas. Porém em detrimento da eficiéncia a vantagem da
integracdo entre as disciplinas acaba sendo perdida no dia a dia do académico. A resolucédo
do sistema pelo método de eliminacdo de Gauss ndo evidencia as retas de intersecdo dos
planos em um espaco de trés dimensdes deixando uma grande lacuna para interacao entre as
disciplinas.

Neste artigo, a relevancia da disciplina de Geometria Descritiva é ampliada pois, a
mesma solugdo do sistema, é obtida na épura. Desta forma pode-se ressaltar que Geometria
Descritiva ndo € somente uma base para o Desenho Técnico como € percebida pela maioria
dos alunos, mas também, um método grafico de resolucdo de sistemas lineares em trés
dimensdes.

A forma ndo convencional para a solucdo de sistema € analoga a solucéo obtida por meio
da Geometria Descritiva. Desta forma, o elo entre Geometria Descritiva e outras disciplinas
passa a ser fortalecido. Atualmente, esta interagdo formal entre as disciplinas pode ser
apresentada em aula utilizando a midia adequada.
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