Joinville/SC — 26 a 29 de Setembro de 2017
UDESC/UNISOCIESC
“Inovacgado no Ensino/Aprendizagem em Engenharia”

COBENGE 2017

XLV CONGRESSO BRASILEIRO DE EDUCAGAO EM ENGENHARIA

ANALISE CINEMATICA, COMPUTACIONAL DE UM
MECANISMO QUATRO BARRAS

Douglas Silva Marques Serrati — douglasserrati@gmail.com
Universidade Federal de Uberlandia

Av. Jodo Naves de Avila, 2121, bairro Santa Ménica

CEP 38408-100 — Uberlandia — Minas Gerais

Resumo: Este trabalho analisa cinematicamente a posicao, velocidade e aceleracéo de
cada barra e de alguns pontos importantes do mecanismo quatro barras. Para isso foi
desenvolvido um modelo matematico que expresse cada condicdo do movimento do
sistema. Para isso, foi desenvolvido um programa computacional que atende a varias
especificacbes, como: limitacdo matematica, dimensdes das barras. Nele o usuario é
alertado caso insira algum valor errado. Isso torna a analise mais precisa e confiavel.
E discorrido, brevemente, sobre a lei de Grashof para este tipo de mecanismo, que este
trds conhecimento do movimento que o sistema realizard. Portanto, a importancia
dessa anélise esta em se conhecer melhor esse mecanismo de forma a trazer maior
confianca ao se projetar um mecanismo quatro-barras.
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1. INTRODUCAO

O mecanismo quatro barras é bastante utilizado, devido a sua simplicidade. Este é
classificado como mecanismo de movimento periddico. Para que ela seja integrante de
uma maquina seus movimentos devem ser conhecidos visando a obtencéo de um projeto
viavel tecnicamente.

A andlise deste mecanismo foi feita baseada no desenvolvimento matemaético e
através de modelagem computacional, criando um programa em MATLAB, o usuario
informa as dimensdes das barras e 0 angulo de duas barras, que sdo a fixa e a que
movimenta o sistema. A partir disso, obtem-se a posicdo, velocidade e aceleragdo das
barras e dos pontos em que estdo lingadas. Sao fornecidos graficos, que juntamente com
os resultados numéricos, permitird concluir sobre 0 movimento que as barras estdo
realizando.

2. MODELAGEM COMPUTACIONAL E MATEMATICA

O programa desenvolvido para a andlise cinematica do mecanismo quatro barras
sera citado no decorrer do trabalho, mas ndo serd possivel coloca-lo neste trabalho
porgue é extenso.

2.1. Modelagem matematica

Para obtermos matematicamente a representacdo da posicdo, velocidade e
aceleracdo, seréa realizado o estudo considerando as barras como vetores e entdo, a partir
da equacdo da posicdo, derivando temos a equacdo da velocidade e derivando
novamente conseguimos a aceleracdo. Consideremos as variaveis da figura 1 para o
todo o trabalho.

Figura 1: Mecanismo quatro barras e suas variaveis. Fonte:
https://br.pinterest.com/pin/274297433531758343/
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A barra 1 é fixa, logo, o seu angulo é constante, além de que o comprimento de
todas as barras ndo variam, entdo temos Rj, Ry, Rs, R4 € ©; constantes. Essa condicdo
ndo afetard a determinacdo da posi¢do das barras e dos pontos P, Q e R, isso afetara
apenas quando determinarmos a velocidade e aceleracéo, pois a derivada de constante é
zero.

A posicdo dos pontos é:

RP=R2+R3=R1+R4 (1)
Ry = R, = Ry[cos(8;) T+ sen(8,)]] (2)
Rp = Ry = Ry[cos(01) 7+ sen(01)]] (3)

Através da “Equacgao (1)” determinamos a velocidade e aceleragdo das barras e do
ponto P, ja na “Equac¢do (3)” vemos que o ponto R ndo realizara movimento, pois a
barra 1 € fixa. E para definirmos a velocidade e aceleracdo do sistema, temos ainda que
definir aquela barra que sera responsavel pela movimentacdo do sistema, com essa
condicdo, sabemos que as velocidades e aceleracbes dependem ndo apenas das
dimensdes e posicdes das barras do sistema, como também depende de qual barra
movimenta o sistema.

A barra 2 é a responsavel pela movimento

Quando escolhemos uma barra como a responsavel pelo movimento do sistema,
implica em conhecermos a sua posicdo, velocidade e aceleracdo, além de conhecermos
também a posicao da barra 1. Na “Equacdo (1)”, para esse caso, ndo conhecemos os
angulos ©3 e O, temos dois angulos desconhecidos, entdo isolamos aquele que
queremos eliminar, da forma:

R3 cos(B63) = Ry cos(01) + R4 cos(B4) — R, cos(6;) 4)
R;sen(B3) = Ry sen(6;) + R, sen(B,) — R, sen(6,) (5)

Para eliminarmos ©3, elevamos as duas equacbes ao quadrado e somamos,
lembrando que sen’(©)+cos%(0©)= 1. Obtemos:

R2 = R? + RZ + R? + 2R R,[cos(©,) cos(B,) + sen(0;)sen(0,)] —
2R {R,[cos(O1) cos(6,) + sen(0;)sen(6,)] — 2R, R,[cos(0,) cos(0,) +
sen(0,)sen(0,)]

A “Equagdo (6)” nos colocou o angulo desconhecido ©4 em funcéo de dois angulos
conhecidos (O; e ©;), mas para deixar isso mais claro e mais simples, temos:

A = 2R{R, cos(01) — 2R,R,c0s(6,) (7)
B = 2R1R4 Sen(el) — 2R2R4sen(62) (8)
C = —R% + R? + R? + RZ — 2RR,[cos(8,) cos(B,) + sen(8;)sen(6,)] 9)

Com essa simplificacao escrevemos a “Equacao (6)” da forma:

Acos(0,) + Bsen(B6,)+C =0 (10)
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Para encontrarmos o angulo ©,4 é preciso usarmos as identidades trigonomeétricas

64
2tg (==
sen(0,) = —=%— 11
(09) = (12)
l—tgz(e—4
cos(0,) = —2& 12
( 4) 1+tg2(92—4 ( )
Substituindo as “Equagdes 11 e 12” na “Equagdo 10, obtemos
(C—At>?+2Bt+A+C=0 (13)
e
t=tg(3) (14)
Resolvendo a equacdo de segundo grau, chegamos em
—B+VB%2—(C2+A%
t = (15)
C—-A
0, = 2tg~1(t) (16)

E importante observarmos que na “Equacdo (15)” conseguimos dois resultados
validos para expressarmos o angulo ©,4, ambos configuram o sistema de forma correta,
alterando apenas a posi¢do. Caso tenhamos raiz quadrada de numero negativo, caso
(A%+B?) < C?, 0 mecanismo ndo pode ser representado, pois em algum local do sistema
ndo estd linkado. Podemos observar que para satisfazer a desigualdade citada, na
“Equacdo (9)” o comprimento da barra 3 deve ser menor que as demais, nao
proporcionando assim, dimensdo minima para que o sistema seja ligado em todos os
pontos (O,P,Q e R).

Agora, conhecemos os valores de todos 0s angulos com exce¢do de O3, que pode
ser encontrado pela razdo da “Equacao (5)” pela “Equagao (4)”, dessa forma

—1 Risen(61)+Rssen(64)—Rysen(6;)
Ricos(61)+R4cos(04)—Rycos (67)

O3 =tg 17)

Com essas equagoes, podemos encontrar a posi¢cao do ponto P, segundo a “Equagao
(1)”'

Apbs a deducdo da posicao, o proximo passo é determinarmos a velocidade a partir
da derivagdo da “Equagdo (1)” em fungao dos angulos. Entéo, a velocidade dos pontos P
e Q sdo:

dRp _ dRy | dR3 _ dRy

dR
4 L4

18
do ~ de, dos do,  dbs (18)

Sabemos que a derivada de R; em fun¢ao de ©; é zero, pois a barra g € fixa, logo, a
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velocidade do ponto P pode ser expressa apenas pela derivada de R4 Através da
“Equagao (18)”, temos a relagao:

R,60,sen(6,) + R303sen(6;) = R,0,sen(6,) (19)
R,0,c05(8,) + R365c0s(63) = R,0,c0s(6,) (20)

Como a barra 2 é a que movimenta o sistema, ndo conhecemos 65 e 6,. Podemos
descobrir essas variacbes dos angulos de forma similar ao processo realizado para
encontrarmos O3 e ©4. Mas para reduzir o nimero de equacgdes, podemos usar a forma
matricial que fica como:

—Rssen(f3) Rysen(6,)](65) _ (R2625en(6;) (21)
—Rscosi{B3) RycosifBy)I\, ) \R,60,c0s(8,)

Assim sendo, a velocidade do ponto R € zero e do ponto Q é:

dRy _ dR,

o do, R,6,[—sen(8,)1 + cos(6,)]] (22)

Derivando a posi¢cio novamente, obtemos a aceleracio, onde ndo conheceremos 65
e 6,. Da mesma forma, colocaremos na forma matricial

[—R3sen(93) Rysen(6,) (653)
—R3cosifB3) RycosiBy )\ 4,
R,0,sen(6,) + R,0% cos(8,) + R362 cos(83) — R,07 cos(6,)
<R2é2 cos(0,) — R,62 sen(6,) — R302 sen(f3) — R,H? sen(94)>
(23)

E a aceleracdo dos pontos P e Q séo:
RQ = (—Rzézsen(ez) - R29'22C05(92))_{ + (RzézCOS(ez) - Rzezzsen(ez))j (24)

Rp = (R,6,sen(6,) + R,0%c0s(6,) + R30;sen(63) + R303cos(63))(—1) +
(RzézC'OS(ez) - Rzézzsen(gz) + R393COS(63) - R30§S€ﬂ(93))j = (R4é45€7l(94) +
R467c0s(0,))(=1) + (R4bscos(8s) — R407sen(6,))j (25)

Com isso, obtemos entéo a posi¢do de todas as barras e os pontos P, Q e R, além de
determinarmos a velocidade e acelerag@o destes. Mas essas equacgdes so sdo validas para
caso a barra 2 seja a responsavel pelo movimento do sistema.

Caso a barra 3 ou a barra 4 seja responsavel pelo movimento do sistema

Para ndo deixar a leitura deste trabalho cansativa, foi ocultadas as equacgdes que
representariam a posicdo, velocidade e aceleragdo caso uma dessas barras seja aquela
que movimenta todo o sistema. As equacdes que as representam sao encontradas de
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forma analoga a forma feita com a barra 2. E importante ressaltar que ao escolher uma
barra, vocé conhece todos 0s seus parametros, isso €, posicao, velocidade e aceleracéo, e
claro, a barra 1 sempre tera sua posicao conhecida, por ser fixa.

Devemos sempre nos atentar ao fato de que a variavel t da “Equagao (15)” pode ser
um namero complexo, entdo 0 nosso sistema nao estara linkado em todos os pontos que
deveria. E importante lembrar que a “Equagio (15)” é valida apenas quando a barra 2
for a que move o sistema, mas foi citada aqui pois nesses outros dois casos
encontraremos equacdes semelhantes em que teremos 0 mesmo fato acontecendo. Caso
t seja uma variavel complexa, o sitema fica conforme a figura 2.

Figura 2: Configuracdo do mecanismo caso t seja uma variavel complexa. Fonte: livro
Kinematics, dynamics, and design of machinery

Lei de Grashof

A lei de Grashof determina a dimensdo das barras para que a menor barra sempre
gire 360°. A lei de Grashof diz que “A soma do comprimento da maior e da menor barra
de um mecanismo quatro barras ndo pode ser maior que a soma das outras duas barras”.
Caso essa lei ndo seja satisfeita, as barras realizaram o movimento de um balancim-
duplo. Como descrito na figura 3.

Figura 3: movimento realizado pelo sistema conforme as dimenses das barras. Fonte:
http://www.ebah.com.br/content/ ABAAAArFoAD/lei-grashof
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2.2. Modelagem computacional

A modelagem computacional foi realizada conforme as equacGes demonstradas e
sempre visando a maior variedade de opc¢des para 0 usuério. Ao iniciar o programa, sera
exibida a figura 1, para que o usuario tenha conhecimento do nome das variaveis, logo
apos isso, é pedido para que escolha a barra que movimenta o sistema, 0 programa
sempre avisara o usuario caso tenha algum dado de entrada errado, como por exemplo, a
barra motora escolhida é a 1. Apds isso € pedido as dimensdes das barras, pois ndo é
variavel, entdo determinar as dimensdes ndo € algo de grande complexidade. Pede-se
também o angulo que a barra 1 e a que movimenta o sistema faz com a horizontal, além
de ser valor de entrada a velocidade e aceleracdo da barra motora. Com isso, € calculada
a posicao, velocidade e aceleracdo dos pontos P, Q e R e das outras duas barras que ndo
foram informados os angulos. J& temos as dimensdes e angulos necessarios, entdo para
criar um gréfico, variamos o angulo da barra motora, assim sendo, conseguimos 0
gréfico da posicao, velocidade e aceleracdo em funcéo do angulo da barra motora.

Figura 4: Dados de entrada. Fonte: o autor

ATEWNCAC: as dimensdes devem estar em metros e osf dngulos em radianos
Ezcolha a barra (2,3 ou 4) que movimenta o sistema: 2

Informe a dimensdo de cada barra:
Barra 1: 0.1

Barra 2: 0.2
Barra 3: 0.35

Barra 4: 0.4

Informe o dngulo entre a barra 1 e o eixo =x: 0
Informe o &ngulo entre a barra 2 e o eixo x: 0.2

Informe a wariagdoc do dngulo da barra 2 (rad/s): 0.15
fx Informe a aceleracdo da barra 2 (rad/s"2): 0.1

Figura 5: resultados dos Pontos. Fonte: o autor

Ponto Q

Posigdo: 0.1%601i 0.0397343F (m)

Velocidade: -0.0059601i 0.0224027 (rad/s)
Bceleracdo: -0.00838371 0.0187077 (rad/s~2)

Ponto P

Posicdo: 0.19025i 0.382633 (m)

Velocidade: -0.11892i 0.0275415 (rad/=)
Leeleracgdo: 0.0235641i -0.0436357 (rad/=s"2)

Ponto R

Posigdo: 0.1i 0j (m)
Velocidade: 0i 03 (rad/s)
Beeleracdo: 0i 0j (rad/s~2)
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Figura 6: Resultados das barras. Fonte: 0 autor

Barra 1

Dimen=&c: 0.1 m

Angulo em relacdo ao eixo x: O rad ou 0°
Velocidade: 0 rad/s

Aceleragdo: 0 rad/fs"2

Barra 2

Dimen=3c0: 0.2 m

Angulo em relacdo ao eixo x: 0.2 rad ou 11.4592°
Velocidade: 0.15 rad/s

Beoeleragdo: 0.1 radfs~2

Barra 3

Dimen=&8c: 0.35 m

Angulo em relacdo ao eixo x: -1.5543 rad ou -89.056°
Velocidade: -0.32279 rad/s

Aceleragdo: 0.093008 rad/s~2

Barra 4

Dimen=3c0: 0.4 m

Angulo em relacdo ao eixo x: 1.3432 rad ou 76.9608°
Velocidade: 0.30517 rad/s

Beoeleragdo: -0.082036 rad/s"2

Figura 7: Resultado gréfico. Fonte: o autor

O\Qariagéo da posigao e velocidade em fungao do angulo da barra 2
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3. CONSIDERACOES FINAIS
O desenvolvimento de um programa que analise cinematicamente 0 mecanismo
quatro barras é importante, pois permite conhecer melhor esse mecanismo e entdo tem-
se certeza, ao projetar um sistema como esse, que se obtera os parametros desejados.
Através do modelo matematico, o programa deve exibir os dados de entrada e 0s
resultados, além de ter a capacidade de informar o usuario sobre algum dado errado.
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CINEMATIC AND COMPUTATIONAL ANALYSIS OF A FOUR
BARS MECHANISM

Abstract: This work kinetically analyzes the position, speed and acceleration of each
bar and some important points of the four bar mechanism. For this, a mathematical
model was developed that expresses each condition of the system movement. For this, a
computer program was developed that meets several specifications, such as:
mathematical limitation, bar dimensions. In it the user is warned if he enters any wrong
value. This makes the analysis more accurate and reliable. It is discussed, briefly, about
the law of Grashof for this type of mechanism, which brings back knowledge of the
movement that the system will perform. Therefore, the importance of this analysis is to
know better this mechanism in order to bring greater confidence when designing a four-
bar mechanism.

Key-words: Mechanisms, Four Bars, Kinematics, Computational analysis
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